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��� ����	
 MAX-MIN ���
 �	�	� �	�  ������ MIMO :  ������Minorization-

Maximization  

 

�����  

�� �� ����  ��	precoder 
�� )beamformer (��  
����� ����� ����� 
����_��� ����� ��� 
� 

 !�� )MIMO-IC .(#�$ 
%��	 &'����� ��$ '�������� ��()��  *+�,� ��-��  ��.�� ,� 
��!)+�max-min 

 � /������ ,0$ ���� ,� 1+����2�� .345� ,�!6� �7�+ ,	���� ,� ��	  
��8��� �/��9 �  NP-hard*+� .

�� ��  )���:;� ��<��� �� =�+� �!�4� minorization-maximization )MM( ���� ,� *+� /���< >�� 

3% ��$ 
?!�  !�� 
� 
%��	 ,�@A� .B�� ��6�5!C >�2 �� D�� ,9��� 
	��E� 8��� ,����� �� �$ ���4� 

3% 
� ��� )SOCP (� ,� �� ,�(� *��F ���G H���2 �� ,�@A� ��:0$  .��2 
��� I!�J0$  )���:;� �� ,� 

������ ,� �� ��$ '����� .!��� '��������� �� K�GL	� *!MN� ����� )CSI( �OL)��
 ���� &���� B�)AP 


�  !$� .Q��)� ,!92 �7�+ & B�� 
5E��F���6�5!C�� � �� ,A��(� �� 1!R� 
�S� /< /�5� 
� �$�.  

�	��������: ����� �����
& minorization-maximization )MM(& fairness max-min & MIMO& 

,�!6� �7�+ T��.  

1.�#�$#  

�� ,�@A� ��	 precoder 
�� �� �� ����� �����
 MIMO �� �� �-� 
�  ��!P ,� �� /< ,G�0U� �� 7� 

*?� >��)+�V ��$->���!P 7� X!� �� �� Y9�� Z�)5� )/��7 �� '����V ([�9��� ���R�� 
� ���� .����'� 

precoder 
� ����� ���� ��96� ��4�0G ,492  3� T���� T�� 3R��% 
%��	 >�2  �2��)max-min fairness (

,�(� �-� ]16 [- ]1.[   

,�@A� ��	 >��)+�V_ >���!P
�� �� ��!M� max-min fairness ,� ��	 >��)AP �� �� ��$ ,)2�� ]10 [- 

]1[ >�2 ,M;��� *+� .�� ]1 [� ]2[& ,�@A� ��)�� K��R �� �� ���:!+ max-min �� ��!M�  T��plus-noise 

 
��������� ,M;��� ���R ,)V�P *+� � ��$7�� ��4�0G  )���:;� ��$ ��)�� K��R ,� *+� >��< *+� .345� 


%��	 >��)+�V precoder ,� ����� ��� ,492 /������ ���� �� 3R��% T��_ 
���� ��)MISO(  �b���%
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 ��� 
�.!� �� ]6 [- ]3 [���� ,M;��� ���R ,)V�P *+� ./�P��A��� ]7 [I����� *;�% e�N�� SINR �� ,� �� 

*������ K��R �� '����� precoder 
%��	 �� �� MIMO-IC  ����� X��.V�� /�5� �����  345� I�� ,�


� ����� �� >��?)+� 7� ,)A� ��$ ,�!6� �7�+ 
	��E� ������)+� 3% ��2 ./�P��A��� ]17 [��	 precoder 

 ,�O��Gmax-min  ���� �� IC  �� ����� ��� ��)V�P �-��� 
����(SIMO)  � /�5� ����� ,� I�� 345� 


� ����� �� /��7 ��� ,�0� �� 3% �2�� >�2 .�� ]8 [/�P��A���  ,�O��G ,�@A�max-min   ��MIMO-IC 

,�@A� /���G ,� �� ��!C /��� >��)+�V_>���!P  ,�!6�
��6� ,� SINR ���� ��  0!�!� D�0� /������   0�.���

����� ��	 �� 7� ��� 
� .�6�< /�5� ����� ,�  
)R��$ >��)+�V )>���!P (.6U� ,� X!� 7� �� I)�< �2�� � �$ 

>���!P )>��)+�V (.6U� ,� X!� 7� �� I)�< �2��& ,�@A� ,� K�2 NP-hard *+� .���� ,���(� ��  I��345� �6�< 

��  )���:;� ,� �,�@A NP-hard  
�S��� ,� ��+ �� ��7 ��$ ,G�0U�8��� ,�.U� 
� ��� ����� ��6�5!C. 

�� ]9 [� ]10[& /�P��A��� @A�,� 
%��	 precoder 
��  ������ MIMO-IC *�� �� ��!M�  ,�O��Gmax-

min �� �-�  ��)V�P� /�5� ����� ,�  
)R�3R��% �� I)�< �� �$ >��)+�V �  >���!P���� ���� & �,�@A ,� =L� 

���$ ,�@A NP-hard ��!P 
� h�M� .�6�< 0)���:;�
 ,� >�� 3% 
9��(� 345� 
�S�  ��,9+��� 
� ��� C��6�5! 

����� .,��� ,)2�� �!2�� ,� ��  i�V ��$���'����� ��$ precoder ���� ������ ,� ���M� *�LG  �$�� �� 

�����.��� >�2 
%��	 *+� >�2 j�V >�2 ,)���2 I!5!C ��	 ,� ,� 
   

�� I�� &,;�(� ��	 precoder  �� 
���������  *;�%��� ����� ��� 
���� )MIMO (�� �-� . !)V�P #�$ 

�� 
%��	 '����� '�������� ��()�� )���M�  ��$ *�LG;�()��
 ,� 
� ������ ,)���2�� ��2�� (*�� �� ���!M 

G,�O�� max-min ����  )A!+ �$ �� >��?)+� 7�  D�+�� 
��  0!�!� I!:��!� Y��� ���� ��$ >���!P

)LMMSE(*+� .�� ��<���  )���:;� �� 
��9+���  
�)9��� �!�4� maximization-Minorization 

1 (MM)  ������ ,� *+� /���< >�� 3% ��$ 
?!� ,�@A� 
%��	 ��6�5!C 
�  !�� .>�� 3% ��$ ,� *+� >��< 

(�[� *��F  ,�@A��� H���2 � 
;�0M*+� .�� ,A��(� �� ]9 [� ]10[& �� �� 
�S� ���� �� �)5!� �� 
%��	 '����� 

��$ '�������� precoder  ��!P 
� �-� ��& ,� ,� 
�M� ���M� �����7� 
  *�LG�$ �� �� /���� *+� 

I!�J0$ ,� /���G �� ,U!)� 
9��� ,� *+� >��< *+� .�� I!�J0$  )���:;� ��� �� ,� ����� ,� �� /< D�G 

*!M�R �� '����� '�������� .��� �� �� CSI ���� ���� B�)AP 
�  !$�.   
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,!(� ,;�(� ,� ��2 ��7 *+� : ������:!+ �  )A!+ >��0$ �� 3l�A� [���� ,� 
%��	 '�������� precoder 

max-min �� XE� D�� ��2 >��� >�2 *+� .B�� ���6�5!C ���� 
%��	 '�������� ��$ Precoder � ,� 

>m�� '����� ��$ Precoder *�� ��!M� ,�O��G max-min �� XE� D�+ 7�� >�2 *+� .
%��	 Precoder 

*��  '��������.��� � CSI nR�� �� XE� D��6� �� �-� ,)V�P >�2 ��� .Q��)� ���G Q�C XE� �� ,l��� >�2 

*+� &� �� &*��6� ,U!)� ��!P �� XE�  52 >���< >�2 *+�.   

���� I ��$ ���oP ,��5� ���� >��?)+� �� I�� ,;�(� �� ,SL� 
� ���.  

���� I :����oP ,��5  

 

norm-nl ����� x& ,�  /���G1/n )n|x(k)|k ∑p��M� (                >�2                              :n ||x|| 

                             
?!	 '�!(� '����� X 
�M� I��)P�.� ���(� �q��� ,� ��V 

X      :        2 ||X||                              

                       '4����� >��6���� X                          :                H X 

                             ����� '����� X                                        tr (X) : 

   �b���% ���(� 
S�q)�� '4����� Hermitian X                (X) :               max λ 

 ,U!)� Kronecker �� '����� A � B               A×B:                               

X - Y *9b� 
M�R ,0!�                                                       *+�X≥Y :   

X - Y 
M�R *9b�  *+�X>Y :                                                                   

                        ,5�� Y��� Hermitian 
M�R ,0!� '�����  *9b�X                            :1/2 X  

                                                         
�M� H)1/2 (X1/2X = X  

                         ����� ,� *+� >��< H+�� �7�+ ,)5C             column-wise X vec(X) 

:                                                    

             '����� ,qE5� n×nC                                            :n I 

R             ,G�0U� � ���G�  :                                            
(!(%  

C :                                                  ,G�0U� � ���G� H�)E�             

                   *0AR  
(!(%x                  R(x) :                                                      

      ,G�0U� � ���G� 
(!(% �!r  :                                       
?��+R 

  ,G�0U� � ��$ '����� *9b� ,0!�  
M�RN×NC                            : +
NS 

    ,G�0U� � ��$ '����� 
M�R   *9b�N×NC                                :++ 
NS 

  



۴ 

 

  

342 1 :MIMO-IC 
��0G.  

2.��# &'(�) � �*	(+,#�- #��.(  

I)V�P �-� �� ��$ *?� >��)+�V _  >���!PN �� [�9��� �� X!� 7� �� ����� �����
 MIMO  ,� �����0$�� 

342 1  .*+� >�2 >��� /�5��� j�V 
�  !�� ,� >��)+�V iD� � >���!P jD�  �� ��$ I)�< iM � jL ,� 1!��� 

��� >�2 .6U� .>��)+�V iD� 7� '����� precoder 
�� di×MiC ϵ iV ���� 3��9� /���� ��0� 1×diC ϵ is  

)345)� 7� ��$��0� >��� �� 3()A� id (,� �����1×MiC ϵ id   :
�M� ,� ��� 
� >��?)+�  

)1( isiV=  id 

� /< ��  ,�X!� 7� ����� ��$ ��� >�2 *E� 
� �)+�V .���:!+ *V���� >�2 �� >���!P iD�  ��7 K��S ,�*+�:  

  

)2(       


��� ,� Mj ×Li C ϵ jiH  '����� ����� I!� >��)+�V jD� � >���!P iD� �� /�5� 
� �$�.  

&I!�J0$ 1×Li C ϵ in  .��� ���)5P >�!J!C /��()� �� >���� )CSCG (�� >���!P iD� �� I!:��!� �?S � '����� 

'�������� ++
LiS ϵiΓ .*+� >���!P iD� 7� '����� �5P.��� 
�� /���< *+�� ���� Li×diC ϵ iW ���� ,� 

*+� /���< 1×diC ϵ i^s    ,� 7� ����� ��()��i s ���<�� >�2 *+� >��?)+� 
� ���:  



۵ 

 

)3(  

j�V �!�� ��0� is �� ����� 
V��q� +��P
 �� I!:��!� �?S �  '�����'�������� diI *+�& T�� ������ iD�  ,�

*+� ��7 K��S ]18:[  

)4                                   (                                                  

= log deti R 

                                 

�� iC '����� '������� 
����� =LC .��� ,� ��7 K��S p��M� :��2 
�  

           )5                   (+                                           i Γ=  i C  

 

>��?)+� 7� decoder 
;�0M� LMMSE �� >���!P �$ ,� 
�M�  ��4�� '����� i D�*+� :*+� ��7 K��S ,� ,�  

           )6                             (1-)I Γ+ H 
jiHH 

jVj Vji Hj=1 
n∑ (H 

iiHH 
iV =LMMSE 

iW 

�� 
��.:��� )6 (�� )4(& ��2 
� 
�!�7�� ��7 K��S ,� )���� 3!04� �� Z��� 7� )6 (� )7 (�� ,0!0N A  ���R

 ����:(  

)7(                           )i Vii H1 -]H 
jiHH 

jVj Vji H≠I j∑+ i Γ[H 
iiHH 

i+ Vdi I= log det ( i R 

 

��/0� 1. 1;�� ,��� &*+� >��?)+� 7� ��4��                              ,� )5( >�:� �!�� & �U�� ,� /�0$ T�� 

LMMSE 
� ��2 ,� )7 (>�:� �!�� .>�LG �� &I�� '����� iʹW T�� )4( ��� 
� �b���% �� .���� /��� &I��  7�

u��� ������)+� 304� Schur ���� 
+���  ,4�����������   

)8(  

���M� ,0!� 
M�R *9b� '����� *+� >��?)+� ��2 
�:  



۶ 

 

)9(    

O�%& >�$�5� �!�� ,� �����' iΦ �� O�� YR���� �� +
diS  *+� /�� 
� �����  K��S ,�                    ,�.U� 

:�� �2�� >�2  

)10(           

&I������� )8 (*+�� *+� .>�LG �� I�� 
� /��� �!��� ��� ,� �� 
��.:���                                               �� 

)8 (&*0+ v� 
� ��2                                  *+� *+�� *0+ ���M� ,� .&I������� iʹW T�� �� )4(  ��

��� 
� �b���% .7� �U�< ,� ��4�� LMMSE �� )6 (� iʹW /�0$ T�� �� �!;�� 
� & !�� �� ,U!)� 
�  ��!P 

,� ��4�� LMMSE T�� �� .!� 
��� ,� ,� �b���% 
� ���+�.   

>��?)+� 7� 
Pm�� I!!M� >���� Sylvester   
�M� ,�det (I + AB) = det (I + BA)   ,� *+�T�� iR �� 

)7( 
� ����� ,� ��7 K��S 
A���7�� ��2:  

)11(                )1-]H 
jiH jQji H≠I j∑+ i Γ[H 

iiH iQ ii+ HLi = log det (I i R  

 

 ,�   , i=1,….N                                          &'����� ��$ '�������� precode ��)A$ .�� I�� ,;�(�& 

#�$  
%��	'����� ��$ '�������� precoder              ���� ,� �b���% /���+� 3R��% T�� /������ *+�& 

,� 
� ����� ,� K��S �,�@A ��7 ��2 I!!M�:  

           )12(                         

  

 ,� pi K��R ����� ���� >��)+�V iD� *+� .�� XE� &�M� �� j�V 
�  !�� ,� '����� '�������� .��� i Γ{

N
i=1}  

I!�J0$ '����� ��$ ����� N
i,j=1 }ijH{ �(!R� ,)���2 >�2 ��)A$. �� ���� X��� I!5!C  �� �!w)��� XE� 

D��6� �� �-� 
�  ��!P.  
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3. 2�� ��	345�6  


� /��� /�5� ��� ,� �,�@A 
%��	 �� )12 (,� ��	 
�� �!r 8��� � NP-hard *+� ]10.[ �� &,���� �� �� 

B��  �� 
�)9��!�4� minorization-maximization )MM ( ���� ,���(� �� I�� 
%��	 ,�@A� 
� 

 !��]19.[   

�� )12 (*������ �$ 8��� &��)A$ ��� Y��� #�$ �!r 8��� *+� .I������� �� �!�4� MM �� ,� Y��� #�$ 

��0G�  !$��� ��� .���� I�� ��-�� ��)�� �� >��.P  ��7�� 
V�M� 
�  !��   

���7�1. T�� iR& >�:� �!�� ,� )11(& 
� ����� ��2 
A���7�� ��7 K��S ,�:  

            )13(                        

,� U � iB  ��7 K��S ,�p��M� >�2 :���  

)14(                  

 �                                      

           )15(                                                                                 =i B 

  

��   

K�9F� :*+�!C B �� �!�!9�  

�� >��?)+� 7� )13(& ,�@A� I�� �� )12 (
� ����� ,� K��S ��7 
A���7�� ��2:  

                 )16(                         U)i 
1-HH log det(U min           max          

                                                                   i=1,…N  , i=1
N}i Ṽ{  

                                           i=1,2,..N Ɐi ,p ≤} H 
iṼi Ṽ s.t.       tr{ 

 ��  e�N����7 ),� /���G &��b� ]20 [�� �!�!9� (I!�7 �� ���� >��?)+� 7� MM ��)16 (�$� 
� ���R.  
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&+ 1 .���Y +R       N 
++: S                                              ���� �$  L��� ���� ,9�� '�������)+
 U 

8��� *+� .�� >��?)+� 7�  ; 1 � ,��� ,�                                             )*+�!C  C �!�!9� ��(& #�$ 

��4�0G �� �,�@A )16 (
� ����� �� iB >�2 >���,� K��S ��7  3R��%: �2�� >�2  

 

               )17(               

  

 ,�iF   *+�!C)*+� ��7 K��S ,�D :(�!�!� ��  

             )18(             

,��� ,)2�� �!2�� ,� iB
� ����� ,� /���G ���(� iB �� ���4� 1)  -k ( D�8�E)�� 2�2�� >� .�� ,U!)�:  

             

             )19(                                 

  

)�� 
:)A��� F ,� ���M� ���4� �� #o% 
�  !�� ��  ,��5����oP �� >��+ ��  !�� .('x+ I�� �� 7� )17 (,� Y��� 

#�$ �� )16 (
� ����� �� ���4� kD� ��9�� �2�� >�2 3R��% 
� ���:  

            )20(           

�!�4� MM ,� 7� )20 (>��?)+� 
� &��� 3��2 3% ����4� �,�@A ��7 *+�  ����)k=1,2,.. :(  

           )21(              

  

&�M� �� �� >��?)+� 7� �!w)� 
40� t )21 (�� 
A���7��  !��:  

          )22(                     

���� y��E)+� �� K��9G z��S ���� *������ �$ )≥tN Ṽ 1….Ṽ((k) 
ig 7� �-� ��$�!w)� 
%��	               :  

  

               )23(                  
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&'x+ 1!��� )23 (� )15(& 
� ����� ��2 ��7 K��S ,�:  

            

              )24(                      

  

p��M�                           �>��?)+� 7� u��� �����C� &������ 
�M� .                              ) =tr (AB  �  

                                                   >��E;� '����� �$ ����)A,B,C  (�� 
�  !���� I!;�� � I���< ,�0� �$ 

�� )24 ( ��
A���7��  !��:  

            )25(  

            )26(  

 

 ,�                                          �                                                   .,��� ,)2�� �!2�� ,� �� ,��� 

,�  

u��� ,U!)� Kronecker&                ���7                        
M�R �!r*9b� *+�. �� �,U!)&  I���,�@A �� 

)22 (,� �� ���4� kD� MM 3% >�2 *+� 
� ����� ,� ��7 ,�!6� K��S 
A���7�� ��2:  

  

  

  

          )27(   

  

,� iC *��F ���(� 
MR�� *+�  

                     )28(                    

  



١٠ 

 

,��� ,)2�� �!2�� ,� )27 (,�@A� ����
 �� �� #�$ 
�� � *������ ��$ ,��� D�� *+� .7� I�� �� 
� 

/��� /< �� ,� /���G ,����� 
	��E� ,9��� D�� )SOCP (/�!� ��� . )���:;� &���6�5!C ,� �� =�+�  3%���4�� 

)27 (&*+� �� ���� 2 ,SL� >�2 *+� .�� ,�%�� &��� ��  )���:;� �� �� ��$�!w)�  
V��q�CSCG i.i.d 


$����(� ,!;�� 
�  !�� .'C I)��+ �6�< �� ����� �7�+ /�4�� ��oC *+� 
�M� ip ≤  2
2||ix||  &�� ,�%�� &D�� 

�� 7� B�� ��$ ��<��� �����  )���:;� ��$ ,�(� 
���� ���� 3% ,�@A� )27( >��?)+� 
�  !�� ]21 .[�M� 7� ,� 

7�� 
��+� �$�)����C �� ,�%�� 3& ��!M� pR�� �� >�2 � 3%��� 1 �� 3 ���4� 
� ���2 �� I�� ��!M� 3��� ��2.  

��/0� 2 )����9:�:(  )���:;� ���6�5!C �� 
� /��� ,� K��S 
���:0$ 
��� /�5� ��� .���� I�� &��-�� 

>�$�5� �!�� ,� ���� T�� 3R��% �� ���4�kD�  ��  ���� �� I��:  

             

           )29(                              

  

I!;�� �������� �� )29 (,� 3!;�  ,�%���b���% �7�+ �� ���4� kD� *+� � ���I! �7�+ 3R��% p��M� 3!;� ,� 

*+� >�2 ���<��)20 .(1!��� )29 (� I�� *!MR�� ,� Y��� #�$ ��������� 
�O�� *�& ,� I�� 
�M� *+� ,� ;���
 

����(� �-����� ��:0$ *+�.  

��/0� 3 )�0)	<# Vi *� Qi:( �� 
���:0$ B�� &���6�5!C  ��()�� ��$ '��������,�!6� >�2   

   }H
iṼiṼ={i Q ,� *+� >��< ��� .&�M� '����� ��$ precoder  ,� /���G ,5�� 

��$ Y���  ,� *+� 
� ��< .,��� ,)2�� �!2�� ,� '�����precoder  >��< *+�� iV �q��� 

,� ��V &*A!� ��� I�� �� T�� �!F��� 
0� ���oP .�� YR�� T�� iR �� )7 ( �� ,� ��� Y��� ��iV ����� *+� iV � 

AiV  ,��U�� ��2 
� ,� /�0$ Ri ���� �$ '����� A & = I HAA .��� 
� ���<�� �� I!�J0$ ,��� ,)2�� 

�!2�� ,� >�P�$ Qi )�9��(� (*����4� &�2�� 
� ����� K�!�0G ,��)+< �� ��  ��(����� u�� D�U�� ���  �$�� 

���M� /�)+ ��$ iV  ��,� 1!��� X$�� �$� .�� *��6� >�$�5�  
��!�� ,� ��	  ��$/���� ,�!6� >�2 

=1i
N}id{ >��� 
� ��2 
��:�$ ,� ��   . ���� ��  
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=>���	� 4. )��	 h!R� ���� i=1
N}i{d  :(>�2 >��������0$ ,� �� O�� z!N�� >��� &�2 �� 
%��	 '����� ��$ 

'�������� precoder  =1i
N}iQ{& �� ,� ��	 /��.0$ '����� precoder =1i

N}iV{ � ���M� /�)+ ��$ �6�< 

=1i
N}id{ �� 
%��	 
�  !��& ,� /���G ��b� ��	 ��6����� ��0�� .�� 
��� &����� ��	 /���� ���0� ��$ 

i=1
N}i{d >��� ��� >�2 � '�����  ��$precoder i=1

N}i{V ���� ,� ��	  !()A� 
%��	 ��2 .���� ,���(� �� 

I�� &���� �� 
�  !���� B�� ��6�5!C >�2 �� ,� 
P��+ �� 
��.:��� ) ��16�� (  

�!!w�  !$�.  

4 .�@��� precoder �� �3A�,# 	
 B�5�6 C��� �#,�D#	�  

�� 30G ,5!0$ D�G *!M�R '������� .��� �  K�GL	�*!MN� ����� ���� ����. �� I�� &XE� I�� D�G *!M�R 

�$ �� �� ,�@A� 
%��	 
+���  !$��� ���.   

��)�� �F� CSI nR�� �� *�G ,� ��$��� I!0E� ����� 
+��� 
�  !�� .�� >��?)+� 7� �P���<�� LMMSE &
;�0M� 

����� �$ �� 
� /��� ,� K��S ��7 ��� ���]22:[  

  

���� 2 :B�� ���6�5!C ���� 
%��	  T��max-min '����� ��$ ��()�� '�������� �� MIMO-IC  

  

,�%�� 1 :e��2 iN}ix{ �� ��$����� 
V��q� >�!J!C ��               ,� ���	 ,�   

�6�< ���2 
� ���<��                    .  

,�%�� 2 :3% SOCP )8��� (��  ,�@A�)27.(  

,�%�� 3 :,� 7�� 
��+�ib & jiG& � iC �� ,��� ,� KO��M� )25(& )26(& � )28 (,� 1!���.  

,�%�� 4 :3%��� 1 � 2  �����4� �!�� �� ��!M� pR�� p��M� >�2 7� 39R I!!M� >�2 �2�� & �����   

                                 ����                                    >��� >�2.  
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,� jiĤ I!0E� ����� 
MR�� ji H *+� � jiZ ���� I!0E� ����� *+� ,� j�V >�2 *+� ,� jiĤ  .*A!� ,)A���

j�V �!�� ��6����� ji H ��$�!w)� 
V��q� i.i.d ��)A$ )RVs (�� '������       ��$ ����� &jiĤ  �jiZ  &

RVs i.i.d ��)A$ �� '������           �                    & ,� 1!��� .�)����C                   *!0� *R� ���<��  ��

��� 
� I!!M�& u�q� ,� �P�   

               Ji = Hji � CSI 3��� �2��.  

�� ���R /��� )30 (�� )2(& ,� *+� 
�  ���<:  

 

          )31(   

  

�� ����ʹ iV '����� precoder >��)+�V i D� ,� *�� CSI nR�� 
%��	 >�2  .*+�
� �����  ��7 K��S ,�

*��F ��2:  

          )32(   

&I������� ��4�� LMMSE �$��� ���:  

         

         )33(                             

  

 

 ���!:� �-� ��                            '����� '�������� precoder �� *;�% CSI nR�� �2�� .T�� iȒ ����� 

iD� ���� I�� ��2 
� *;�%:  

         )34(             

  

  

&�M� �� I!�J0$ D�G *!M�R '����� '�������� .��� �� 
�  !����  ��7 K��S ,���� �7�+  !�� ]20:[  
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        )35(           

,�  iЃ '����� ��$ 
M�R *9b� ,)���2 >�2 ��� )=�% ��$ ,!;�� '����� ��$ '�������� (�        ��$�;�4+� 

)9b�
 ��)A$ ,� >7���� h	��� D��M��� �� I!!M� 
� ���.  

 �� 
�  !���� B�� 
%��	 �� �� ,��� ,� 
���M��� X��� I!5!C �� �� �-� I)V�P ����V ���� �,�@A �,�!6  ��7

 !�� ��R :  

,� iȒ  �� )34 (>���< >�2 *+� .�� &,���� �� ,!|R �� ,l��� 
�  !$� ,� /�5� 
� �$� ,�@A� )36 (�� 
� /��� 

�� >��?)+� 7� �� ,EA� �LS� >�2 7� B�� ���6�5!C �� XE� D�+ ���� 
+��� ���R ���.  

��EF 1 .���!:� �-� �� iʹR �2�� >�2 p��M� ��7 K��S ,�:  

  

              )37(                                   

  

,�         

         

             )38(                  

  

 I���,�@A ���M� �� �,�@A )36 (*+� ,� I�� 
�M� ,� I�� �� �,�@A �� >�� 3% ,��5� �� ����� i=1
N}ʹi{Q.  

K�9F� :�� ,��� ,� ,4��� �,�@A 
���� )36 (3��R ��� /�2 *+� w.r.t i& �� /< ��  ���� i *��F : ��!P 
�  

               

                   )39(                        

  

,��� ,)2�� �!2�� ,�                                                                           '����� �                                                    

Hermitian )A$��} &I������� *������        ||i Ѓ –i Γ|| ���M� *+� ��                                                                                         

 ��                     ���� ���(�  u��mD� '����� iЃ - i Γ .  
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                  )40(                     

&I������� �� I�� �� �� ��< 
�  !���� *��F  !�� ,� *������ )39 (����� *+�:  

                 )41(                   

� &I������� )39 (���M� �� ,�!6� �7�+ ��7 *+�:  

                  

                 )42(                           

   

,��� ,)2�� �!2�� ,�                            � I!�J0$                                                       �� &,U!)� �� 

>��?)+� 7�  

)41 (��  ����:  

                 )43(                          

  

,U!)� /�!� >�2 7� )43 (.*+� ��7 K��S ,�  

�G�'� 1. 345� 
%��	 ��0���R )36 (
� ����� �� >��?)+� 7�  )���:;� ���6�5!C 3% ��2 )���� 2 �� �!�!9� (

'C 7� 
��.:��� ��  & � 'C 7� �LS� iF & jiG � iC �� I!0$ =�+�.  

 iΓ  

342 2 :T�� 3R��% �� ,A��(� �� ���M� ���4� ���� B�� ���6�5!C. 

 



١۵ 

 

5���
 I�	'� .  

�� I�� &XE� �� ��� ��b� ���G �� ���� /�5� /��� ��4�0G B�� ���6�5!C ,l��� 
�  !$� .�� ,0$ &����� �:� 

,4��� VL�X /�!� >�2 &�2�� j�V 
�  !�� ,�    �

1,2,…N=. ��$����� .��� >���!P �� '������  �%��j�V 
� ��2 & ,� /���G &��b� Li= I iΓ& � �S��G '����� 

��$ ����� i.i.d. CSCG ��$�!w)� 
V��q� �� I!:��!� �?S � '������ �%�� ��)A$.   

���� 
+��� ��)V� 
���:0$  )���:;� &���6�5!C �� 342 2 �� 3R��% T�� ,� *+� >��< �� ��$���4� p�)E� 

���� ����(� p�)E� SNR  �� !+�� 
�  !�� .
� /��� >�$�5� ��� ,� 3R��% &T�� 
�M� B7�� Y��� &#�$ �� 

�$ ���4� �� Q��)� XE� D�+ *+� 
4� .�����0$ ,� ��-)�� 
� &��� SNR &��O�� 3R��% T�� �)P�.�� .����   

���� /�5� /��� *!0$� �� �-� I)V�P ��!M� ,�O��G max-min ���� 
%��	  precoder & �� 342 3 �� 

��4�0G B�� ���6�5!C �� �� B�� ����)� �b���% �7�+ =�!(� �� ]15[ ���� N = 10 ,A��(� 
�  !�� 

.�����0$ ,� ��-)�� 
� &��� 
���7 T�� ��+ �b���% 
� &��2  ,��������
 �� T�� ��!A� I!��C ),� /���G �&��b 

/������ 4 � 8 (� �������
 �� T�� O�� ),� /���G ��b� /������ 1 �2( .��2�� ,)2�� ���� &I������� *�.� >�0G B�� 

���6�5!C �� �� ,A��(� ��  B���b���% �7�+ T�� e�0U� ����� ]15 [I�� *+� ,� �� >��?)+� 7� B�� �� T�� 

�)9A� �� /�!�  /������Y�7�� �$��� �2 .  

  

342 3 :,A��(� �b���% �7�+ T�� 3R��% � �b���% �7�+ T�� e�0U� ����  N = 10.  T��/������ 4 � 8 ���� 

/��� *+� ���� 
�!�.  
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342 4 :T�� max-min  H+�� >��< *+��  )���:;� ��6�5!C >�2 � B�� ]10[& �� 3��(�SNR  

&'x+ B�� ���6�5!C �� �� B�� ]10 [���� ,�!6� �7�+ ,A��(� 3R��% T�� 
�  !�� .342 4 T�� max-min 

,� I!:��!� 30 ����� 
V��q� ���� B�� ���6�5!C �  B��]10[ /�5� �� *+� 
� �$� .�� I�� &��b� �� =  id

iⱯ,  2 ���� �$ �� B��  !�� 
� *+)>�:� �!�� ,� >�q9� 3.(  
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342 5 :D��P�)A!$ ����(� max-min   ��< *+���� >��?)+� 7� )a (B�� ��6�5!C >�2 � )b ( )���:;� ]10 [

���� 200 ,�(� ,!;�� ,� ,� ��	 
V��q� 8�E)�� >�2 ���. 

�� >�$�5� 
�  !�� ,� T�� ,� *+� >��< H+��  )���:;� ��6�5!C >�2 ,� ��	 3��R 
6��� ��O�� *+� �7 ,J�< 

,� H+�� B�� ]10 [*+�� >��< &*+� /�5� 
� �$� ,� B�� 
V�M� >�2 �� I�� ,;�(� 
� ����� >�� 3% ��$ 

�� *!?!� ��O�� X9!R� ,� *9A� ���� �,�@A 
%��	 ,l��� �$� )12(& �� I!�J0$ 
�  !�!� ,� T�� >��< *+�� 

7�  )���:;� ��6�5!C >�2 X��.V�SNR   ����96� 
� �$�& �� 
;�% ,� ���� B�� ]10 [T�� e�92� ����V 7� SNR 

�� ���% dB15  .*+�I�� ��)V� .!� �� Q��)� ,!92 �7�+ B��.P >�2 �� ]10 [>��� 
� ��2.   

�����0$ ,� L9R ��~ &�2 �,�@A ,�!6� �7�+ �� �-� ,)V�P >�2 NP-hard  *+�� �� ,U!)� �$ >�� 3% 
:)A� 

,� ,�(� ,!;�� ���4 >�2 ,)V�P ���� .���� 
+��� 
:)A��� B�� ���6�5!C ,� [�(� ,!;�� ���4 )V�P>�2 ,& �� ����0� 

a5 &  ��D��P�)A!$ T�� ��$ max-min ,	���� ,� 200 ,�(� ,!;��  ,�,� ��	 
V��q� 8�E)�� >�2 �  +� �� ��

 ���� .D��P�)A!$  )���:;� ]10 [.!� �� 342 b5 /�5� >��� >�2 *+� .T�� ��$ ,� *+� >��< B�� ���6�5!C 

I!�     [5.11-5.98]  �� *+�'������ ���% 0.02& �� 
;�% ,� 
��6�< ,� H+�� B�� ]10 [*+�� >��< ��� 

I!� ]2.77-4.78[  *+��� '������ ���% 0.2 .�� &,U!)� �� I�� &��b� T�� ��$ ��O�� B�� >��< *+�� 

���6�5!C � ��4�0G �<�6 H(V ,� [�(� ,!;�� 
:)A� ����.  

�� #L� B�� ]10 [,� '����� precoder =1i
N}iV{ )i=1

N}i{d (>�2 >����� �0!()A� 
%��	 
� ���  )���:;� 

���6�5!C '����� ��$ '�������� precoder =1i
N}iQ{ �� 
%��	 
� ���)'����� precoder i=1

N}i{V
� 

����� ,� /���G �� ��q�� 
9���  7�B�� ���6�5!C ,� *+� &��< ,� �>�q9 2 ,M���� �!�� .(7� I��  ���� >��?)+� 

7� B�� &���6�5!C '����� ��$ precoder ,�!6� i=1
N}i{V I!�J0$ ���M� /�)+ ��$ ,�!6� �6�<i=1 

N}i{d 

)
�M� ��	 ��6����� ��0�� (I!!M� �2 �$��� . /�5� ����*!0$� I�� ,9�� 
%��	 & �� T�� max-min  *+��

 >��<H+�� 
%��	 i=1
N}i{Q&� ,� &1!��� �� 
%��	 i=1

N}i{V���� ����(� u�� iⱯ=d , i=1
N}i{d�� ,A��(� 

�� ���M� I)�< �$  342 ��6  !�� 
�  +� .�����0$ ,� ��-)�� 
� &��� T�� ��$ ,� *+� >��< �� 
%��	 

i=1
N}i{Q��O�� *+� 7� )�� ����� (
��6�< ,� �� 
%��	 i=1

N}i{V  �� i=1
N}i{d  *��F,� *+� 
� ���<& I�� �� 
� 

/��� �� I�� *!MR�� ,� B7�� ,�!6� i=1
N}i{d .!� �� 
%��	 i=1

N}i{Q I!!M� 
� ��2 z!N��  ���)>�:� �!�� ,� 
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�>�q9 2.( 'x+ �F� ��$��� ���<�� ����� � D�G /��!0	� '�������� .��� �� �� ��� ��4�0G B�� ���6�5!C �� 

XE� D��6�  !�� 
� 
+��� .���� I�� &��-�� ��     !�� 
� *+I!�J0$                                        

                                           �)����C loss �� p��M� . !�� 
�  

 

              )44(                 

  

  

  

  

  

  

  

342 6:T�� min-max �� >��< *+��  )���:;� ��6�5!C >�2 ���� 
%��	 i=1
N}i{Q � ,� &1!��� 


%��	i=1
N}i{V ���� ����(� p�)E� d& �� ,A��(� �� ���M� I)�< �$� �$ ����� M)(  

  

                     342 7 :X$�� L )��S�� (�� ,A��(� �� �)����C ���� CSI  
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 ,�     �     /�5� >��$� ��$ T�� max-min *+� ,� H+�� B�� ��$  !()A��!r � 

��R ,� 1!��� ���� ��$�)����C D��M���   ��� >��< *+�� .,��� ,)2�� �!2�� ,� �)����C   ��.�

��4�0G 
2�� 7� >��?)+� B��  !()A��!r ,� ��� B�� ��R ��� 
� I!!M� �� .I!�J0$ ,��� ,)2�� !2��� ,� 

L ,)A��� ,� h(�� '����� ��$ ����� � I!�J0$ '�������� *+� .��� .�� 342 7& �� �b���% ���(�    ��

*9A� ,� ρ ���� h(�� 100 '����� ����� . ����  +� �� I�� &��b�   ��     ��                

 I�� . !�� 
� *+
� ����� 
)% ���� ����(�  ��.�ρ  ���-� ��2 ,)V�P ),� /���G &��b� ��$��� I!0E� ����� 

�)9A�  �(& �� >��?)+� 7� B�� ��0���R& T�� ��$ max-mi ,� /�.!� 3��R 
6��� X��.V� 
� ���� .�����0$ ,� 

��-)�� 
� &��� �$��N X$�� 
� ���� *!?!� I!0E� ��96� 
� &���� ,� /���G ��b� ρ X��.V� ���� 
� .,��� 

,)2�� �!2�� ,� loss  �!r�?S *+� 
)% ���� ���� 1=ρ  ,� �� CSI 3��� *+� .I�� ,� *�G D�G /��!0	� �� 

'�������� ��$ .��� *+�. �� &*��6� ,��� ,)2�� �!2�� ,� �� I�� ��b� ��  ��$ >�$�5����G  ���� �� ,� 4�0G�� 

loss *!+�A% �)5!�� *9A� ,� D�G *!M�R CSI *!M�R D�G ,� �� ���� '�������� .���.  

6. �G�'�  

�� I�� &,;�(� �� ,492 ����� �����
 MIMO �� �� '����� ��$ ��4�� LMMSE   ����)� �$ >���!P ���� 

�-�  !)V�P ���� '����� ��$ '�������� ;�()��
  ,�O��G ��!M� *��max-min ,�  ��
%��	  . �� >���I�� 

�,�@A �� ���M� /������ �!r 8��� � NP-hard *+�. �� ��  )���:;� ��<��� �� �� =�+� �!�4� ,�!6�  MM 

,l���  ���� ,� >�� 3% ,�!6� 
��� ���� �,�@A 
%��	 ,9+��� 
� ��� .�� /�5�  ���� ,�  )���:;� 5!C��6� 

>�2 ��:0$  .*+��� I!�J0$ D�G *!M�R �� .��� ��$ '�������� � CSI �� �� �-�  !)V�P �  )���:;� ���� / 

���� 
%��	 '����� ��$ '�������� precoder �� I�� ����� B�)AP  ���� .Q��)� ���G 3��2 
5E��F� B�� 

��6�5!C� �� ��$�����+ p�)E� *+�.  

=),�6 A  

K	0L� )6 (� )7(  
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�� �� ,l��� K�9F� LMMSE �� )6 (e��2 
�  !�� .j�V �!�� = 0 }iy{E � }=0is{E  &�P���<�� LMMSE   

is���� iy >��� �� >�2 K��9G ��7 *+�] :22:[  

 


��� ,� siyiC '����� 3��()� '�������� I!� is � iy *+� � yiC '����� ������  '��������iy *+�. �� >��?)+� 

7� )2 (� ,��� ,� di=I}iHsis{E � =0}jHsiE{s j ≠i :  ���� ��  

  

K��9G LMMSE �� )6 (�� 
��.:��� )46 (�� )45 (*+�� 
� ��<. &�M� �� /�5� 
�  !$� ,� 
��.:��� )6 (
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