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1 Balancing market 
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2 Lagrangian  
3 Microgrid 
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��� \��?B T�+ @! �� �� ;���18 ������� ��� ��� ���� /1��+ ��
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• 7	� �A���  !�!�� ���� �� H-�� R1���� @! �� ��� ��� ���� /1��+ 2�1E� 2'�!� ;�	�Y+ .>!��� ��Y�

 =�	I1�8 � 2PQ?� =���7� 5!�4��0 �	� � ����B /��O� ����1� 5� ������ �	
 KG ��( \�� � �� �������

.KG 
�� 5���, 

 ��(��� �D1� �1U 2� � ���� 5� ���) H�- ������ �� �� 
�0 H!,1� �A���  !�!�� ��(������ 2�'� ��Y� *!�

] H-��� /�Z� ;�1�O 2� .��(� 5� \��?B ^1�1� ����� �� 5P3� 
�0 �7���8] � [9] � [13] � [18.[  

 : 4� S�0 *!�� 2J��� *!� ���8�4 ���II  2V��� �� 
�0 /) 
�!� ������ ������� ��� ��� ���� /1��+ @!

 ��� .�(� 5�III  ��� .�(� 5� 6	�1� �� ���Y�7	� ��( ���� /1��+IV  6	�1� �� �������	
 KG 
��

 ��� .�(� 5�V  �� � .��� 5� tC� 5P�O �,�4 
��	� 2� L1��� KV�?� ��1� �� � �(� 5� 2V��� �� s!���

 ���  !�Y�VI  0�� "��G ,� �� :5��!� =���	� ���� .��� 5� 2V��� �� 5P� ��	B 2W	��5  � �(����� ����

 /�Z� ;�1�O 2�) �( n!����z ( "��G �:!�v�6  �Z�) �(�J�'4� ����z .>	�� 5� 
��]�4� ()x,y(z   2!��� �E��	�

)x,y n!���� ,� (z  . 4�diag{z}   2!��� ;) ��#� ��( 2!��� 2� ��� 5� x�7� �� ��#� n!���� @!

                                                           
4 Proximal decomposition 
5 Bold  
6 Italic  
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:��	B ���� 2-1� ��1� �!�� 2� ���� �1-� 54�4� 2�'� �� 5P3� tC3� q�4���  

 2�'�1 2� 5��� �� 2?!��� �� .(�1����A 5��'P� ��( y�� �) �!%� "�#$�� ������ 5���, ��1	� K	'7� ���� :

 �Z�)  4� q��4� �� /���� ���� (5'!��'J� 2	P�� 2P	4� @! �Z�) �!%� "�#$�� 
�E�4� @!8  ��12 

] H-�� �� . O�419.���B T�W�� 5���, 
��� @! /1G �!�� �,�4 2�	Y� .([  

 2�'�2 : :2P�- ,� . 0�� �(�18 �1-� K��1O ,� 5O1�� 2� 2�?��� 5�	$#� T�O .5���, 
��� *	�� @! /1G

-��8 ;��, � .�A��� ��( ����,�	� .�!%� "�#$�� ������ _41� 5�4�18�� ;�1� .�!%��!�W� 
�����	J1� 5

.(2'30 2�) 5'!��'J� 2	P�� K!�4� z��8 � ���� ��(  

 
������ 5+���� ��!� 2����� ���� /1��+ @! f!�U ,� �� 2PQ?� j	I1� ���� H��- KG 
�� @! *!������

  	$#� T�O 2� .�0�� 5� �� *'�� =X�G 
���� j	I1� 2� (=X�G) �(1!���4 ,� �� 2O1�W� @! f!�U ,�

 2� 
�0 ;�	�) ��[��� ��1� 2�!�( (�,�4 >�	�	�) �,�4 2�	�� ."�( .���B 5� �,�4 /�� .���?( >�?	4

]  4� *'�� ��(1!���4 � 2�( ���� (5]��  	�1P#� =�1I10] � [20:[  
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2�  

dC : � j	I1� �1	� 2O1�W�.(
���� "���) 5����� 
�E�4� �! m1P� @! 
���  

gC  @! 
���� j	I1� �1	� 2O1�W� :���� 
�B��	� �! (
�B��	�) �1����A.  

lC  �1	� 2O1�W� :�(� 5� ���� >( ���� �� �E!� ��( 2O1�W� T��� 2� 5#8.  

nC 2O1�W� :  2'30 @! 2� �(�	� ,� ��ac ��� 5� j	I1� �� (R����� ;�!�-).  

nn  :H!,1� � /����� 2'30 5G�1� ���$�.  

un  :(�(�1����A) �( 
�B��	� K��0 (2'30 ;������) �( ���7� ���$�.  

sn  :=��� >�?	4 
��!) *'�� =X�G ��(1!���4 ���$�.  

tn  :�,�4 2�	Y� 5���, 
��� �� 5���, ��( 2P� ���$�.  

u  : ��) 2�!�( H������7�/����� 2� L1��� (5]��  	�1P#�.  

P,Q  :�� × �� × ��   ��( 2!��� �� 1	���� � 1	��� ;�1� ��( ��!� 2����� ,� n!����(i,s,t)  2����� 2�

  ����� ;�1� ��!�i_ �1!���4 �� �� T�s  5���, 2P� �t .��� 5� ;�	�  

π .1!���4 @! ���8� /���G� :  

 
���( �!, =�	��+ �� X�� ���� /1��+ 4�:  

 A1 . �( �Z�) ���B 5� �,�4 m�� *	$� 5���, ��( 
,�� �� p�� ��,��15  �(�	`�� :	��� *!� 2� � .(2�	��

 ���� >	��� *!������ .��10 2�+�B �[� �� 5$#� ����1� 5� �,�4 2�	Y� 5���, 2P� *	J�� 2� 2�?��� ��(�	� �

( 5���, 2P� *	J��. 4� ��) T��J� (�(  J�G) �(1!���4 T��� ���� �  4� ;��  

A2 ��(�1����A ��'P�O  	$�� .�	J1� ��(�G�� *�+�B���� ���� �� ��( T�	��'� .p�� ��,�� �18 K!�$� ,� K3� .

 R�C� T�O �! � 2U1��� 2�??B ��(�	`�� �� �� H�� *!� �� .(\1��8 �! *0��) ���� 5� *		$� �� 5��4

 ��( �[� ��  G��I 2� =�]P�� ���� p�� ��,�� ��( 2�!�- .>!���� ���18�� 2�!�( (R�1- ,� z��8 ��(�|+)

��10 5�� 2�+�B ..��10 2�+�B �[� �� 2U1��� "�( H��� (��-�) ��( T�� ;��� 2+��� f!�U ,� ����1� 5� ���  
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) 2J��$� ��(�	�1��� ��(�	� :���� 5� j	I1� �� �!, ���1� :	��� 2� (2���	� �	��	
 ��(�	� .
�E�4�/�� ��

 F�+ 2P	4� 2� 2�A1 .H!,1� 2'30 �1	� � .��10 5� ;�!���  

A. 2'30 �1	�  

 ,� 5��?�  4� *'�� 2	G�� @! . 4� 
�0 2!�W� 5!�( 2	G�� 2� 2'30 2� >!��%B 5� *!��� �� F�+ ��

 
�1�J� 2'30 @! 6	�1� ���� 
�� *!��  4���4 .��� ;�	� �� H!,1� �! /����� 2'30ac  (R����� ;�!�-)

=�1I 2� ���O� *�+�B �[� �� ��)  4� �!, =�1I 2� �(�	� ,� �� 2O1�W� f!�U,� :(_P���  

  

  

  

 

 

2�  

bn .2'30 �� �( 
�B/(�( 
�B�%B) �( q�� ���$� :  

bS  ����� :  �$l� �� q�� ��(�} ;�1��	 × 1.  

��  :_8 ;�!�- �G �����.  

V  :  �$l� �� q�� A��J� ������	 × 1 .�  ��  .���� 5� ;�	� A��J� 
,���� *	!�� � X�� ���G :	��� 2�  

tY,Y  : ~� ,�) :	��� 2�.( 4�� 2�  � q�� n���	��� n!����_8 ;�!�- n���	���. 

 �� �1-1� =X��$�nC  : 4� ���1� *!� K��0 :	��� 2� ��(�	� � .A��J� 
,���� ��(�	� .q�� ;�1� /��$�

._8 (5�,�8  	+�})  	+�}  

B.  �1	��	J1�  
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) 2J��$� �� (
�B��	�) �	J1� �G�� @! 2� L1��� �1	�3 2� .��� 
�0 
��� ;�7� �!, �� (1c2c  2�!�( :!���

 .����B 2+��� 1	���� ;�1� *	��� �� _3��� ����1� 5� 5+��� �����14 ��( T�� . 4� 1	��� ;�1� �	`��RP 

 .5��4 �1����A @! ���� . 4� �1$I y�� ���G n!��� ����� �( ���� ;�1� ���Gs  @! ���� .������� >( ��

��� 5� �		`� �#8 5�	� �	� H!,1� @! ;��� /�3�� �� X�� �G �  4� �]I ����� *	!���G �!%��!�W� �1����A 

] H-�� �� /�Z� ;�1�O 2�)21 .([. 4� �V�, �1$I y�� �	� 2� 5J�G��  

C. ����� �1	�  

C ����� �1	� .  

  

 �(�	�) 2J��$� �� ����� 
,1G �� �( 
�E�4�/����� ����4:��� 
�0 
��� ;�7� �!, =�1I 2� (  

  

2�  

1c  :(2�+�  4�,� ��� �����) ����� *�8�4 ���- 2�!�(.  

cc  :�A��� K!�3� =�]P� K��O R�?�G�.  

∅  :1	���� ;�1� � 1	��� ;�1� *	� (,�+) 2!��,.  

E  : >	�� 5� F�+ �� .5���, 2P� ;�!�� �� 
�0 
�	89 �A������,�,�� � 0  2� �A��� �,�� ���G 2'�!� �

.��� 
�0 
��� ( ]	0) /����� 534��� �1U  

tE  : n�  4� 5]�� =�1I 2� ����� .j!�$� �� 2� �10 2-1� .
�0 
��� 5���, 2P� @! �� �A��� "�( 2#��

 �( ;) �� 2� ����1� "�( H��� ��.�10 5� 2�+�B �[��� 2�!�- �0�� ���� R1P#� �G ,� 5+��� �A���  

 �,�4 /�� X�� =X��$� �� 5+�� 
,���� 2� 2� >!�	B 5� �[� �� �� �( 
�E�4�/����� ,� �!, ^�1�� ��� *!� �� ��

:��� 
�0  
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 :�!%��� "�#$�� ������ ��(1!���4 �� �!�� *	!�� �G � .�0�� �]I �!�� ;�1� �X���G/�3�� �� jP���  ;���

2� 5J�G�� .���?( �V�, .�A��� ���G .(�10 *		$�) ��� �		`� 5�	� �	� ��8 ��#8 @! � 2�( ���� 2P

�E!� 5���, ��(         ����,�,��� � ∑ ����,�,����∈��,���
  �. 4� �]I  

 :@�1� q�	�� �!%��!�W� ��( �A��� �]I *	!���G 5�$!) ���� �1-� 5]�� ������ ���� 
��4 F�+ @!

 � ;�1� ���=01c.(  

 :5'!��'J� 2	P�� K!�4� 5'!��'J� 2	P�� 2P	4� @! ����tE  ;�	� 5��+�?� "��(� ���� �A��� ��( ����,�	�

 ��( ;��, ����  4� *'�� .����B 5� >	[�� �]I ����� ;�1� ���G �0�3� K��� 2	P�� 2P	4� �B� .��� 5�

 H-�� �� �Z� .��10  +�! 5J1�$� 5�X���G� ��( H!,1� �A��� ��( ����,�	� �	� � 2	P�� 2P	4� H#�//����

]19 .[�A��� =�]P� �� �18- =�]P�) �( *!� ��!, >	�� 5�� �,�4 /�� ��� ����� ��( >�?	4 ���� �� 2	P��

�18 �A���- /1U�� /1�$��1U 2� ( 2	P��24  ,� ���� 2�  O�45% ] ��4� 5�22 s!��� ����� X���G� � .[

 .���?	� ��%B�D� H	4� >�?	4 @! �,�4 2�	Y�] H-��� q�4���23] � [24� 2� >	�� 5� F�+ �� .[  !�Z�

 2� 5'!��'J� 2	P�� K!�4� @!���� 5� K�O �C�� � 
1	0 . *!� ��8 ��( 
�E�4� *!� ����� ����� K	J�

 . 4� H!,1� 2'30 ��'P�O 2� 2�?��� KV�?� 5PI� :3?� X���G� �( ;) 53	��� 
��]�4� 2�  4�� /�G�( 2

�� ;�0�18 ��� 2� ���� �1-� (;�B���� "���) �(����� ,� ��E!� ^�1��  ���� 5� �]!� �A���  !�!�� ��

) 2J��$� _41� KI� �� ����� 2!���� �,�4 
�	8] ,�4 
�	89 :�Z�4 5E��8 T,�1J .[ 4� 
�0 
��� �01� (

] R1U��25] �!���B ��( >�?	4 .[26 ^1��( ��!%� "�#$�� �,�4 /�� .
�	
 � .5�$�I ��(��!)�+ .[

 2-1� K��� ��� @! 
���� "���/
�E�4� ,� 5I�8 4� (���G 2J���) ��� *!� "��(� ,� ����+ 2�  4�� . 2

 5P� �� R�1- ��'!�� � ���3J1��+ /�G�( 4�  2$41� �! � 5+����1	� 2O1�W� ;��� 2+��� �2� 5!�( ;) 

�1-1���  5�G�� 2�. 4� T�W�� K���  

D. �(�	� �,�4  ]-  

 @! _41� ���0 
��� 6	�1� X�� �� 2� 5O1��� ��(�	� 2O1�W� _3��� �E!�'! 2� 5#8 �1	� ,� 2O1�W�

:��10 5�  
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 �����U  ,� p�CJ� ��,�,�)!(�,�,�)"#{�,�,�}   ��{�,�,�}  .�!) 5�  4�� �(�	� 2O1�W� 2�( ���� ��( 2!���

 n!����uC  �!���� .�,�4  ]- ��(�	`�� ���?� ������� ����1 .0  �1-  .���� 5� ��	�8� ��  2O1�W� *!�

 �� ��7	� 5G1�� �� �	� 41	� . 4� 
�0 ;�	�  

II. �,�4 �������	
 � �,�4 /1��+  

) 2PQ?� .������ ��( \�� ,� 
��]�4� �� 2� �10 *0�� �!��1 4� ���� H�- K����	
 X���G� ( 2� 2-1� �� .

5� K!9 =�'� .;) KG:��10 ��W!� ����1�  

P3 . .��10 5� 2�+�B �[� �� �A��� ��!� 2����� =��	��� .��+ 2���C�� 
�E�4� �( �[� 2#�� ,� 2� 5��E�(

 @! �� �Z� .�0�3� ����� H	4� >�?	4 @! �1!���4 5+�� �(��  4� *'��UC  *�+�B�������� �� 
1	0)

H!,1� 
,1G �� �(�	`��  !�!�� ���� .(�( 
�B��	� ��  	$#� T�O ,� ;�	� @! .,�	� ���1� 5� ��7	� =�	V�- 

�0��  ��	+ @! �� 5'!��'J� 2	P�� K!�4� ��!� 2����� �Z�)� "���) ��� ����� *	!�� A��J� (
���� 2!%`�) (
���

��!,.  T�O 2� ��(  	$#�5PC� 2'30 ���%B��� _!��0 2� L1���  ������ � 2���	��!�  !�!�� 2�  4� 2�?���

 ;��, /1U �� �� 5���D ;�1� �3!��� ��	+ @! 2� ��	� 5� 5B��4 2� /����� 
,1G .��� 5� :PU �� 5PC� H����

.(��� 5� R%-  

P4 . �,�4 2!�W� @! .���� @�� ����1� 5� 2PQ?� 
,���� �� 2#��� �� 
�0 H!,1� ��( \�� 2� 5��E�(

�	� �� 5��3� �� 5��3� \�� �Z�)  2� ���4� 5� �� T1Y]� *!� (*!g���BX �,�4 >!�� ���$� 2 × �� ×

��  ) ��10 ,��� �,�4 2!�W� 2#���( �� �!��  �	� 2� 2d�) ����� �� .1	���� � 1	��� ;�1� *�+�B �[��� ����

 .���?( 1!���4 T��� 2� L1��� �(  �	� T��� 2'�!� 5��!�� ./�G *	O �� .(�10 5� 2�+�B �[� �� A��J� ����

 ��( ����,�	� � �10 
�	7� �J�� 2� �!�� 2PQ?� *!��� 2[G�� K���  � =�U�3��� ���� ���Y� �� 2#��� �� ��

�� ;��	�U�  	P�.���) >(��+  

P5�!, �,�4 ��(��( � �,�41!���4 � 2!�� ,� �1C� 2� 2� �1� *'�� *!� �B� 5�G .- f!�U ,� �( 2PQ?�

 ���'� �( �� 2� �10 
���4� T1Y]� *!� �!�� .( �	� � ;�1� ����) ���B ��	B1P- 5�X���G� ��( H!,1� /��3�
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 =�'7� .
�0 H!,1� �,�4 2�	Y� ��'!�� ,� *!� .5��34�C� ��� ��CJ ,� .���B H]��� �!�� ;�1� 2�	Y� ;�!�-

. ?	� 2���	� H��� 5P	8  

.>!��� �,�4 
��4 2� ,�	� .X�� =�'� *�+�B �[� �� ��  

A. 2PQ?� �,�4 
��4  

 ,� T1Y]� @! �� .��7	� 2���� ,� K3�
���� H	�W� ��,��7  p�� 2� ( 	(��) ��Y� @! 5�$! .>	�� 5� j!�$�

 ��,�� 
���� H	�W� .��� 5�  !�!�� �� (�(  !���C�) �1	� ,� �� 2O1�W��!, p�� f!�U ,� >�?	4 � 2	�� ��

 5� �W�� >	�� 5� ��Y�7	� �� 2� �� �,�4 
��4 .�,���� 5� K��$� 2� ��8 ��( 
�B �� \� �A��� 2�����

�� ��( 
���� H	�W� 2� �10 ��, ��8 ��( 
�B *!� ���� �G�� ;�1� ����� @! (>!���) 2V��� 2� �13W� p��

 >	[�� ;�7��1� � 2����� ��[��� ��1� ����� �� ;�0 ����� ���� � ��10 .�,�4 2�	Y� 
��� ,� 5���, 2P��( ��

.����B  *!� 5��!� �[� ,� 4� /��$�  ,�4  ]- �	� 2O1�W� 5�!�E!�- ��lC ��  

  

  

  

  

  

 2�in
lC  ,� 5��?�) �10 5� L1��� ,�4  ]- �1	� 2�uC  �U 
���� H	�W� _41� 5P8�� =�1I 2� 2� (

 2�+�B ��'� p�� ��,�� ��( 2� 5J�G �� .�10 5�ex
lC  ��( 
���� H	�W� �( ;) �� 2� 5!�( 
�B �� �1	� 2�

�10 5� L1��� .����� (/�$]�� � K$+) K��$� p�� ��,�� jP���  � 
���� 5���  �?�)uC  �U .( �� ^1�1� *!�

 �� ��7	� 5G1�� 41	� �!, 5��]�� �I��O .*!� . 4� 
�0 ;�	�- p�� ��,�� 
���� H	�W� ��( 2PQ?�� �

:�(� 5� \��?B �� �� =�	��+  ?	J � ��� 5� �,�4��-  

                                                           
7
 Market Aggregator (MA) 
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A3 2V��� 2� �13W� 
�0 K��� p�� ��,�� ��( 
���� H	�W� 5���, 2P� �( ���� . 
�B �� �G�� ;�1� ����� @!

.����B 5� ;�0,�4  ]- ��(  @! ���� 5� F�+ 2� �G��  �	� @! f!�U ,� �( ;) .2W	�� @! ;�1�O 2�

 2�+�B �[��� 2� ,�	� �Y�� *'�� ��(1!���4 
��O 2� .����� K��$� .�0�� �A��� f	��  �	� ,� 5�18 *	���

K� ��- 2� p�� ��,�� 
���� H	�W� �( _41� ;�0  /X��4� /�3�� 2� ��� *!� .����� >�?	4P3  5� 2W	��

 ,� X�� 5+�� 
,���� 2� 2-�� @! �(� 5� 
,�-� p�� ��,�� 
���� H	�W� 2� � �102V���  ��  	$#� T�O1I 2� =�

.H	4� >�?	4 KG ��!)�+ H��� ;��� .���� 2E� 5PC�  

 5���]� �10 5� T�W�� 1P- 2� �� p�� ��(��,�� �� X1�$� 2� ��	� ;) �� ��!, KI��� ���Y�7	� �,�4 
��4

 .��,�� ��( *'!,�� 2�  	$#� T�O  !�!��  �?� ,� �13O _41� 5$#� 2�	� \�� @! �� 2PQ?� 5�$! .�����

 �� ����1� 5� p�� ��,�� ��( 
���� H	�W� 
1�J�� �1U 2� .���B 5� KG p�� ��,�� ��( 2�!�- ����=�]P�� 

��10 2-�1� �( *!� .���B /��O� p�� ��,�� KG 5$��� s!��� ,� 5��!,�� @! q�4��� � ���B 234�C� �!�� 2� .

 � 2P	4� 2� 
1�J�� �1U 2� � p�� ��,�� 
���� H	�W� �( ���� "�( H��� 2� 
���+� ��( T�� f!�U ,� ����1� 5�

 �� 2J��$� �,�4 >!��ex
lC  .5�1P#� � 2����� �( � 2V��� ���� p�� ��,�� 
���� H	�W� 2� ;��� 
,�-� ����

.��10 2�+�B �[���  /�G�( 2� (5!�( 2�!�- *	�� @! ������ � 234�C� 5�$!) p�� ��,�� *	��1� 5PI� S�U

�� 2PQ?� *!� KG .�,�4 /1��+ *!� �1-��� 2�  4� ��9 2� T,X . 4� 2J��� *!� "�( ,� z��8  ��'!�� @!

 ,1�( .���� ������ L�3��� ����� �J���� �� �!�� ����� ;����( 2�  �	�G *!� � �(�	� ���$� 2� 2-1� �� ������

. ?	� *'��  ��( 
���� H	�W� 2� �� ��	� ��( 2O1�W��!, *		$� �  4� T,X 
�0 H!,1� KG 
�� @!

!�	B 5� F�+ �	� .����  !�!�� �� �( ;) �!�� p�� ��,��.�  
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 K'01. :~�  .�(� 5� ;�7� �� �	� 2O1�W� @! m1P� �( .
�0 K��0 �	� ��( 2O1�W� ,� ���1EJ� �!���

 �$l� @! /��- *!� �� .���?( �	� 2O1�W� ^1� � 5���, ��( 2P� 2� L1��� :	��� 2� �( j!�� � �( ;1�4

2�0�� �1-�  4� *'�� 2� �	� ;�?'! ^1� ,� 2��B��� ��(  01��� ;�1�O 2� ���� �1-� T14  ;�7�) .�0��

 *	� �,�4  ]- .���  Y- _8�( .��� 
�0 2�0�3�� �E!�'! �X�� �� 2� 5!�( m1P� 2P	4� 2� 
�0 
���

 ,� 5��?�) �(� 5� ;�7� �� �( 2O1�W�lC ;��, �1	� �� �( m1P� 2� �10 2-1� .(- ������ �Z� .���1	�

) �!%� "�#$��dC.�1�� /�Z� ���� .��(� 5� �01� �� ;1�4��� .(  ,�  01��� 24tC  5���, 2P��( ����

 2	G�� �	� 2O1�W� .���� �1-� /����� 
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 �� �,�1� �1U 2� �!�- 5���, ��( 2P� ���� 2'30 KV�?��!,) ��� 5�� �		`� (;�74�	��) ;�0��$�� 2� H!,1�

 ����B 5� KG .(��10 5� KG ���1-1� 2� 5!�( ;) ��(� 5� ;�7� s!��� . 5���, ��( 2P� ���$� �!��+� 2�

� �D� 2�1B�( ;��� 4� *'�� 5!��E�( ;��, ����� 5]�  

  

 K'04.  ���� 5!��E�( s!���IEEE RBTS  .(b)-(a)  1	���� � 1	��� ;�1� �� 2	0�G ��(  �	� 5!��E�(

 .5���, ��( 2P� 2�( � /����� q�� �( ����(d)-(c)  ��(�1����� KV�?��!, ���� ,�	� ��1� ;��, � �(���'�
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